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・　点　　…　アルファベットの大文字 A, B, C 等で表す
・直線　…　アルファベットの小文字 ℓ, m, n 等で表す
②　①をもとにその概念が定義される対象
・直線AB ： A, B が異なる 2点であるときの，A, B を通る唯一の直線
　…　  と表す（ ＝  が成り立つ）
・線分AB ：A, B が異なる 2点であるときの，  上の点のうち，A, B ，および，A とB の間に
ある点全体の集合
　…　  と表す（ ＝  が成り立つ）
・半直線AB ：A, B が異なる 2点であるときの，  上の点のうち，A ，および，B と同じ側に
ある点全体の集合
　…　  と表す





・三角形ABC ：A, B, C が共線的でない 3点であるときの，3本の線分  と  と  の和集合
　…　∆ABC と表す（ ∆ABC＝∆ACB＝∆BAC＝∆BCA＝∆CAB＝∆CBA が成り立つ）
　なお上記，  のA, B のことを 線分の端点，  のA のことを 半直線の頂点 ，∠ABC のB 
のことを 角の頂点 ，∆ABC のA, B, C のことを 三角形の頂点 ，∆ABC の  と  と  のこ
とを 三角形の辺 ， ∆ABC の ∠ABC  と ∠BCA  と ∠CAB  のことを 三角形の内角 あるいは単に 
三角形の角 という．
<補足 1 >
　  が，我々の期待通りの 2点 A, B を通る唯一の直線
4 4 4 4 4
であると考えられるのは，A, B が異な
るときに限った話である．実は，本考察に現れるほかの概念についても同様のことがいえる．
すなわち，  や  もA, B が異なる 2点のときに，また，∠ABC と ∆ABC は 3点 A, B, C が
共線的でないときに，初めて我々の期待通りの図形をさすのである10）．結局，これらの定義も
条件つきの定義であるが，2 ．で述べたように，本論文では，共線的でない 3点 A, B, C がす
でに確定しているという前提で考察をはじめている．そして，この前提からは， A, B, C が互い
に異なることが導かれるので，
 ，  ，  ， ∠ABC ， ∆ABC
のすべてが，我々の期待通りの図形であるといってよい．
（2）幾何学的対象間の関係の式化
・A と B は同一の点である　…　A＝B  と表す
・  と  は同一の直線である　…　 ＝  と表す
　（同様に，同一の線分，同一の角などについても「＝」を使って表す）
・C は  上にある（  は C を通る）　…　C∈  または ∋C と表す
・  と  は合同である（移動によって互いに重ねられる）　…　  ~  と表す
・∠ABC と∠DEF は合同である（移動によって互いに重ねられる）
…　∠ABC ≈ ∠DEF と表す
<補足 2 >
　直線AB と 線分AB は本来異なる概念であるが，中学校では，ともに「AB」で表し，どちら
をさしているかについては文脈によって判断させることになっている．しかし本論文では，3 ．















　　 ~  →∠ABC ≈ ∠ACB11）……［意味△］
　この式は，与えられた ∆ABC において，






















　 1 ．の【図 2】で示される主張内容の意味を次の式で定める．
　　　　∠ABC ≈ ∠ACB → ~ 　……［意味▽］
　この式を「ならば文」で表せば，
∆ABC において13）， ∠ABC ≈ ∠ACB ならば ~  である
となるが，ちょうど中学校の実際の指導場面でも，【図 2】で示される主張内容を






　F（A, B, C） 14）を導入する．
　この式を「ならば文」で表せば，
∆ABC において， ~  ならば  F （A, B, C） ＝∠ABC である
となるが，次のような日常言語で表現することもできよう．
「∆ABC が二等辺三角形のとき，∠ABC を 底角（詳言すれば，底角ABC ）という」
＜約束 2＞
　　本論文では，与えられた ∆ABC において，






　　「底角」に相当する記号 F （A, B, C） を次の式で定義する．
与えられた ∆ ABC に対し，








　F （A, B, C） の定議式：  ~   →  F （A, B, C） ＝∠ABC
の中の B と C を入れ換えれば15），  ~   →  F （A, C, B） ＝∠ACB
しかるに，線分の同値関係 ~ の対称律（  ~  →  ~  ） により，
 ~  →  F （A, C, B） ＝∠ACB
ゆえに，与えられた ∆ABC において，
 ~  が成り立つとき，
F （A, B, C） ＝∠ABC  ∧  F （A, C, B） ＝∠ACB
が成り立つ．すなわち，





　ところで 5 ．（1）の＜約束 1＞の［意味△］は，




∆ABC が二等辺三角形のとき，底角 ABC と 底角 ACB  が合同であること
と
∆ABC が二等辺三角形のとき，∠ABC と∠ACB  が合同であること
は，ユークリッド幾何学において全く同じ主張内容である．
二等辺三角形の両底角の確定性
　与えられた ∆ ABC において，次が成り立つ．
 ~   →（ F （A, B, C） ＝∠ABC  ∧  F （A, C, B） ＝∠ACB ）
日常言語訳




　いま，（共線的でない）3点 A, B, C について，
 ~ 
が成り立っているとする．そうすれば，
　 二等辺三角形の両底角の確定性 により，F （A, B, C） ＝∠ABC  ∧  F （A, C, B） ＝∠ACB が成
り立つが，このことは，F （A, B, C） と ∠ABC ，F （A, C, B） と ∠ACB  がそれぞれ平面Pの部分
集合として同一のものであることを示している．したがって，






　いま，（共線的でない）3点 A, B, C について，
 ~   ∧   ~ 
が成り立っているとすると，「底角」の定義（【「底角」の当面の定義式】）より，
F （A, B, C） ＝∠ABC  ∧  F （C, B, A） ＝ ∠CBA
しかるに，∠ABC＝∠CBA なので，











底角 ABC と 底角 CBA  は同一の角である．すなわち，









でみたように，（共線的でない）3点 A, B, C について，
 ~ 
が成り立っているとき（与えられた ∆ ABC が二等辺三角形であるという仮定のもとでは），
F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） と ∠ABC ≈ ∠ACB
は全く同じ内容を主張している．
　つまり，
 ~   →  F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） ……［意味▲］


























（  ~   →  F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）   ……［意味▲］）
と
「二等辺三角形の 2つの 角 は等しい」……［表現△］





（ ∠ABC ≈ ∠ACB  →   ~  ……［意味▽］）
も真なる命題であり，これが 1 ．の【図 2】で示される主張内容
でもあった．したがって，
「 2つの底角が等しい三角形は，二等辺三角形である」……［表現▼］





として関数記号 F （A, B, C） を用いた．それは共線的でない 3点 A, B, C （我々の期待通りの 




　L（基本となる記号のあつまり）上の論理式 P（a1, a2, ……, am, b ）があって，
＜約束 4＞
　　本論文では，与えられた ∆ABC において，





　公理系Γから，任意の対象 x1, x2, ……, xm に対して，
∃! y P （ x1, x2, ……, xm, y ）　……（★）
が導かれたとき，
P （ x1, x2, ……, xm, f （ x1, x2, ……, xm））






かる．なぜなら，（2）の（★）に注目すれば，任意の x1, ……, xm 
に対して











F （A, B, C） ＝∠ABC
が導かれる．それゆえ，7 ．でその成立を確認した，
【「底角」の定義の型 】
　　「底角」に相当する記号 F （A, B, C） は、次の型をしていなければならない．
与えられた ∆ABC に対し，




















F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） であるにもかかわらず 
つまり，
F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） ∧ 





　定義式は，（  ~   →  F （A, B, C） ＝∠ABC ） ∧ （   →  F （A, B, C） ＝∠ABC ）
となる．
　  ~  のとき，F （A, B, C） ＝∠ABC なので，
F （A, C, B） ＝∠ACB 20）
　また，ユークリッド平面幾何学の定理：
二等辺三角形の 2つの角は等しい ……［表現△］






F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）
　したがって，
 ~  →  F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） …… ①
　  のときも，F （A, B, C） ＝∠ABC なので，
F （A, C, B） ＝∠ACB
　ただこの場合は，ユークリッド平面幾何学の定理：
2つの角が等しい三角形は，二等辺三角形である……［表現▽］




F （A, B, C）  F （A, C, B）
　したがって，
  →  F （A, B, C）  F （A, C, B）
　そして，この対偶をとれば，
F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）  →   ~  …… ②
　つまり，①，②より，
F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）    ~  
　ゆえに，ⅰ）の場合は，








　定義式は，（  ~   →  F （A, B, C） ＝∠ABC ） ∧ （   →  F （A, B, C） ＝∠ACB ）
となる．
　  ~  のときは，ⅰ）の  ~  のときと同様の推論を行えば，
 ~   →  F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）
　  のときは，F （A, B, C） ＝∠ACB なので，











F （A, B, C） F （A, C, B）
　あとは，ⅰ）の場合と同じ推論を行えば，











F （A, B, C） ≈ F （A, C, B） であるにもかかわらず 
が導かれるからである．
　今，  とすると，F （A, B, C） ＝∠BAC なので，F （A, C, B） ＝∠CAB
　しかるに，∠BAC＝∠CAB なので，F （A, B, C） ＝ F （A, C, B） 
　ゆえに，角の同値関係の反射律により，
F （A, B, C） ≈ F （A, C, B）
　以上のことから，  のときには，













【「底角」の定義の型 】の  に
ⅰ）∠ABC を当てはめた場合




　しかし，  のときは，F （A, B, C） ＝∠ACB ,  F （A, C, B） ＝∠ABC となってしまい，































































　さてこのような問題で，y の変域を考えさせると 0 ≦ y ≦ □であると考える生徒と， 0 ＜ y 






　　type 1：  問題文の中で「ただし，～のとき，y＝ 0 （ y の値は 0）とします」と明記している．
　　　　　  ［ 2社22）］
　　type 2：問題文には明記していないが，付属の対応表の x＝ 0 のときの y の値の欄に 0と
記入している．［ 1社23）］
　　type 3：問題文の中で何も触れておらず，付属の対応表等にも記入がない．［ 3社24）］
　　type 4：「 x の変域を求めよ」という問題はあるが，「 y の変域を求めよ」という問題やグ
ラフをかかせる問題は出題していない．［ 1社25）］




































 7 ）1899年にD. ヒルベルトにより提唱されたユークリッド平面幾何学の公理系では，「点」と「直線」と「平
面」とは別種のものの集まりとされている［寺阪秀孝・大西正男訳『ヒルベルト 幾何学の基礎，クラ
イン エルランゲン・プログラム』（1994年10月 1 日初版第 8刷発行：共立出版株式会社）p. 5 ］．それ








 8 ）例えば，空集合φの定義式は次のとおりである．　∀x（x φ）［ x は集合の元］







∀A∀B∀C （¬ （∃ℓ（ A∈ℓ∧ B∈ℓ∧ C∈ℓ）） → （  ~  → ∠ABC ≈ ∠ACB ））





∀A∀B∀C （¬ （∃ℓ（ A∈ℓ∧ B∈ℓ∧ C∈ℓ）） → （　　　　　　　　　　　　  ））
　　は省略している．
12）というより，本文 1 ．の［表現▲］よりも三角形における等しい 2角の位置がはっきりしているので，
こちらの文章のほうが良いのかもしれない．
13）本文の 2 ．および 11）参照
14）与えられた二等辺三角形（  ~  である∆ABC ）に対して，一つの底角（底角 ABC ）が確定する
ので，ここでは関数記号を用いた．
15）これと同様な手法は， 7）の前掲書［寺阪秀孝・大西正男訳『ヒルベルト 幾何学の基礎，クライン 
エルランゲン・プログラム』pp.15-16］にみられる．三角形における二辺夾角の合同定理の証明で用
いられている．
16）本文の 2 ．および 本文の 7 ．＜約束 3＞参照
17）参考文献
　　①［倉田令二朗著『数学論序説』（昭和47年10月 5 日初版発行：ダイヤモンド社）pp.152-153］
　　②［倉田令二朗著『数学概論』（昭和49年 8 月10日第 1刷発行：日本放送出版協会）p.179］
18）参考文献
　　17）の前掲書②p.180 および
　　［前原昭二著『記号論理入門』（1967年 2 月20日第 1版第24刷発行：日本評論社）pp.176-177］
19）角という対象に限定する理由は，  の場合にも，F （A, B, C）を角の中から選んでおかないと，









　　（なお，日本文教出版株式会社『中学数学 2』p.86では、本文でいうtype 2 となっている．）
25）　株式会社新興出版社啓林館『未来へひろがる　数学 1』p.134
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